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2、观测误差



观测工程的

3个环节：

1、观测工作

工程
应用

本课与各环节的关系：

误差理论是观测设计和观测工作的依据，平差方法是数据处理的手段。

观测工作定义：观测者采用测量仪器和方法，在一定的外界环境中测得

某观测量的观测值。

观测设计（方案)

观测工作（观测值）

数据处理（最优估值）



1）观测量： 水平角、边长、高差、坐标

2）观测方法：测回法、方向法、水准、三角高程

3）观测者： 专业人员

4）观测仪器：经纬仪、测距仪、水准仪、激光扫描仪

5）观测环境：气象（气温、湿度）、地形

观测条件 ：观测者、观测仪器、观测环境

O

M

N

观测结果：观测值60°00’02”，来之不易

观测工作的5个要素

L1



2、观测误差

2）观测误差定义：观测值与被观测量的客观真

值的偏差，又称误差、真误差。

1）客观事实： 每一个观测量均存在一个真值（代表其真实大小的数值）

；观测值与真值存在偏差。

L2
 𝑳

L1

观测值与真值观测误差定义式：

例如，某人身高的真值为1.7m（ 𝑳1=1.7m，  𝑳2=1.7m）

2个 观测值： 1.6m，1.8m

偏差为： 0.1m，-0.1m

𝜴 =  𝑳 — L

误差 = 真值—观测值



1）误差的大小：一般不大

2）误差的正负：有+有-

3）误差的单位：与观测值相同，但取小量纲，如mm,″

Ω=1mm（不写为0.001m）

4）误差的个数：一个观测值就有一个对应的误差

5）误差的分布：大量的误差的统计分析（研究观测误差

的重要手段）

3、观测误差的5个要素



小结

3、观测误差的5个要素：
大小，+/-，单位，个数，分布

2、观测值、真值、观测误差的概念及关系

1、观测工作定义，观测条件
（观测者、仪器、环境）

𝜴 =  𝑳 — L



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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因此，观测误差不
可避免。

1、误差的来源--误差从哪里来？能不能避免？

误差来源于观测工作中，主要有3个方面：

1）观测者：感官敏锐性

，动手能力，技术水平对

操作、估读判断等。

2）观测仪器：材质、仪

器工艺垂直度，刻度的

准确度等。

3）观测环境：气象，地形（气

温、风力、大气折光等）。

观测者感官局限

仪器精密度有限

外界环境影响不可
避免



误差的影响因素多（观测者、仪器、环境），如何进行分类？

按大小分，还是按+/-分？

未考虑误差产生的内在关系。

按误差对观测值的影响性质？

好！分得清楚，便于误差处理。

误差分三类:系统误差、偶然误差、粗差。

2、误差的分类—分类是重要、有效的分析手段



特性：误差在大小、+/-符号

上，表现出一定的规律性（固

定性、累积性、周期性）对测

量成果影响较大。

（1）系统误差ε

例如：钢尺的尺长偏差、温度差、尺

子倾斜，带来的读数误差，

经纬仪c角、i角误差，水准仪i角误

差均为系统误差。

水准仪i角引起读数a，b的误差分析

1）i >0时，读数偏大，误差为-

2）i <0时，读数偏小，误差为+

3）误差与视距成正比，与i角成正比

i角引起的读数误差具有规律性，属系统误差

系统误差由特定因素引起

hABA
B

 𝑎
𝑖𝑎 𝑏

 𝑏
𝑖

o

o



特性：相同观测条件的一系列

观测误差，在大小、+/-符号

上表现出随机性，大量误差呈

现一定的统计规律。

（2）偶然误差∆

例：刻划估读，目标照准带来

的观测值误差。偶然误差通常

由多种因素影响，事先不确定。

竖盘读数：92˚   17＇ 43"

分析：竖盘估读可能偏大或偏
小，偏多或偏少，取决于观测
者瞬间视觉判断的偶然性，估
读误差属偶然误差。



（3）粗差∆粗

来源：人为读错、记错或其他原因，误差大小超出偶

然误差最大值。

总误差 偶然
误差

粗
差

Ω = ε + ∆ + ∆粗

系统
误差

误差的构成式



3、误差处理思路—分类处理、有序处理

误差处理顺
序和方法

最后处理偶然误差—本课平差方法

Ω = ε + ∆ + ∆粗

= ε + ∆

= ∆

舍弃或重测

粗差探测定位、稳

健估计处理

采用适当的观测方法消减

校正仪器

修正消除

单独处理

下面需要重点研究偶然误差∆

先行处理粗差

然后处理系统误差



1、误差的来源

来源于观测过程，观测者、观测仪器、观测环境

误差不可避免

2、误差的分类

按影响性质分三类：系统误差、偶然误差、粗差

3、误差处理：分类处理、有序处理

小结



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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1、观测误差试验

在相同观测条件下，测得三角形 内角和 S 的 n=817个 观测值Si及其观测

偶然误差∆i：

 o

i i i i
180      

§1-3 偶然误差的随机特性

i
iS

i

i

, ,Li 1 2 817

= i i iS S 

一组误差值∆i（″) ： 1.2,  2.3,  -2.5,  0.2,  -3.5 …

i i i iS      ' "iS 180 00 00

大量的误差值如何分析？



误差区间
(″)

Δ（-） Δ（+）

0.0 — 0.5

0.5 — 1.0

1.0 — 1.5

1.5 — 2.0

2.0 — 2.5

2.5 — 3.0

3.0 — 3.5

3.5 以上

123

104

75

55

27

20

10

0

0.151

0.127

0.092

0.067

0.033

0.025

0.012

0

121

90

78

51

39

15

9

0

0.148

0.110

0.096

0.062

0.048

0.018

0.011

0

小计 (Δ+) 414 0.507 (Δ-) 403 0.493

表1  偶然误差的分布统计表

2、误差统计分析（按+/-、区间大小统计误差个数）

总个数n=817

误差频率ni/n误差频率ni/n
区间内

误差个数ni

区间内
误差个数ni



0   0.5   1.0     1.5 2.0 2.5    3.0   3.5   3.5 +
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i
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ni/n

ni/n
d∆

(")

0.2960.302

0.18

0.07

0.13

0.05
0.02

0.25

0.19

0.10
0.12

0.04
0.02

0.22

0.1

0.2

0.3

偶然误差的分布直方图
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1）对称性：正、负误差的分布对称；

2）集中性：误差分布集中于小误差，绝对值较小的误差出现概率大；

3）有界性：误差绝对值有一定限度，本组误差未超过3.5″

4) 均值为零：样本数量足够大时，误差的均值趋于0。

两组偶然误差的分布曲线

3、偶然误差的分布特性
i

n / n
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偶然误差分布的直方图+分布曲线
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误差分布：偶然误差在不同区间出现个数、频率（概率
近似值）、单位区间的频率(概率密度),即可能性大小



4、偶然误差及观测值的变量化（抽象化，理论化）

以上可知，在相同观测条件下，同一个观测量存在大量、不同大小、不同可能性

的观测值和偶然误差值。为此，引入误差随机变量和观测值随机变量的来表示。

f (∆)

O

68.3%

-σ +σ

∆





2

2
2

1
f ( ) e

2






偶然误差变量的概率密度分布

1）偶然误差随机变量∆：其取值范围∆ ∈ (- ∞, +∞)，其概率密度分布呈钟型对称性

，可视为正态分布随机变量。各误差值可视为取值样本。



4、偶然误差及观测值的变量化（抽象化，理论化）

重要说明：偶然误差的正态随机变量化，是认识误差的重要手段；是描述误差的
理论起点，是处理误差的基本依据。涉及概率论、数理统计、矩阵论等数学知识
。
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偶然误差变量的概率密度分布

2）观测值随机变量L：其取值范围L ∈ (- ∞, +∞)，其概率密度分布呈钟形对称性，

可视为正态分布随机变量。各观测值可视为取值样本。

∆~𝑁(0, 𝜎2) 𝐿~𝑁(μ, 𝜎2)

观测值变量的概率密度分布



小结

1、观测误差试验

得到大量（817个）的偶然误差值（真值180°）

2、误差统计分析

按大小、+/-统计出现频率，发生的可能性

3、偶然误差的分布特性

1）对称性，2）集中性，3）有界性，4）均值为零

像正态分布，用正态随机变量描述偶然误差

4、偶然误差及观测值的变量化

（抽象化，理论化）（抽象化，理论化）



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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§1-4 随机变量与正态分布

1、随机变量不是普通变量

普通变量x：表示x结果（取值）的变化，结果具有确定

性必然性。 a=1,b=1,则 a+b=2



§1-4 随机变量与正态分布

1、随机变量不是普通变量

随机变量X：引入一个变量X，用其取值x来表示随机试验的结果，

用𝑓 𝑥 或𝑝𝑖表示取值x的可能性大小。x随偶然因素而变化，服从一定

的概率分布规律。离散型（结果可数），连续型（结果不可数）

离散型X˂
取值: xi є (-∞, +∞), i=1,2,…n

概率: 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1

连续型X ˂ 取值: x є (-∞, +∞)

概率密度: 𝑓 𝑥
硬币试验x1=0， x2=1

p1=0.5， p2=0.5



2、随机变量的概率分布

𝐹 𝑥𝑖 = 𝑃{ 𝑋 ≤ 𝑥𝑖
}

连续型变量的概率分布函数、概率密度函数

离散型变量的概率分布函数
硬币试验x1=0， x2=1

p1=0.5， p2=0.5

𝑭 𝟎 = 𝑷{ 𝑿 ≤ 𝟎 }=p1=0.5
𝑭 𝟏 = 𝑷{ 𝑿 ≤ 𝟏 }=p1+p2=1.0

𝑓 𝑥 ―连续性随机变量的概率密度函数，表示单位取值区间的概率。

随机变量分布包括：正态分布、二项分布、χ分布、t分布、威布尔

分布等。

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 =  
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡



（连续型）随机变量取值可能性描述

O

x

f (x)/x的单位-1

1F( x )
x1- ∞ +∞x O

x

F(x)

1F( x )

1.0

- ∞ +∞

0.5

x1

全面积 1.0

随机变量的概率密度函数特点

f (x)>0  −∞
+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥=1

随机变量的概率分布函数特点

0<F (x)<1 

𝑋的取值区间为x є (−∞, +∞)，不同取值的可能性为f (x)，那么，

1）随机变量取值的概率平均值（取值平均值）是多少？

2）随机变量取值偏离概率平均值的偏离均值是多少？且看随机变量的数字特征



3、随机变量的数字特征

数字特征是表示随机变量取值分布特征的数值。主要有数学期望、方差、协
方差、矩、权。

（1）X的数学期望-取值x的均值





n

i

ii pxXE
1

)( )( ii xXPp 





 dxxxfXE )()(

离散型

连续型

]))([()( 2XEXEXD 





n

i

ii pXExXD
1

2))(()(

dxxfXExXD 



 )())(()( 2

（2）X的方差—取值与其均值的偏差平方的平均值

离散型

连续型

X的中误差（标准差、均方差）：方差的算术平方根 )(XDx 

硬币试验x1=0, x2=1

p1=0.5, p2=0.5

𝐄 𝑿 =0*0.5+1*0.5=0.5
D 𝑿 =(0-0.5)2*0.5+(1-

0.5) 2*0.5=0.25



3、随机变量的数字特征

（3）X与Y的协方差—两个变量取值偏差之积的平均值

离散型

连续型

))](( ))([( YEYXEXED xyxy  

ij

j

ji

i

xyxy pyEyxExD ))())(((  

dxdyyxfYEyXExD xyxy ),())((  ))((   









𝑓 𝑥, 𝑦 ―连续型𝑋, 𝑌的联合概率密度函数

𝜌 𝑥, 𝑦 =
𝜎𝑥𝑦

𝜎𝑥𝜎𝑦
X与Y的相关系数 （-1≤ρxy≤+1）

ρxy=0时，X与Y不相关；ρxy=1时X与Y是函数关系



3、随机变量的数字特征

（4）矩—随机变量函数的均值

X的k 阶原点矩：

X的k 阶中心矩：

X 与Y的k+l 阶混合中心矩：

22

0 iip 

（5）Xi 的权—随机变量相对方差的倒数

σi
2为观测值Xi的方差，σ0为取定的正常数。

( ( ))

( ( ))
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k l

E X

E X E X

E X E X Y E Y



数学期望、方差运算

数学期望
E运算

 

 

1 2 1 2
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数学期望、方差运算

DE转化运算

     
2 2

2 2

XY

2 2
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                ( 2 )

                        ( ( ) 2 ( ) ( ) ( ))

             

2
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数学期望、方差运算

方差D运算

 

   

     

2
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
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 XY
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E
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Y E Y
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数学期望、方差运算

数学期望
E运算

方差D运算

DE转化
运算

 

 

1 2 1 2

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )     

 ( )= ( ) ( )若 、 独立，则 





  

    n n

E C C

E CX CE X

E X Y E X E Y

E X X X E X E X E X

X Y E XY E X E Y
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2
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



    XY

D C

D CX C D X

D X Y D X D Y D

2 2( ) ( ) ( ) D X E X E X

( ) ( )  )  ( XYD E X Y E X E Y



随机变量的相关性与独立性

(2)  X、Y独立性

若DXY=0 (ρXY=0), 则X、Y不相关

若DXY≠0, 则X、Y相关

ρXY=±1,则X、Y函数相关

（1）X、Y相关性

𝑋  
取值𝑥

概率密度𝑓1(𝑥)
Y  

取值𝑦

概率密度𝑓2(𝑦)
(X,Y)  

取值(𝑥, 𝑦)

联合概率密度𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑫(𝑿) 𝑫(𝑌) DXY
ρXY=

D
XY

𝐷(𝑋) 𝐷(𝑌)

若𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓1 𝑥 𝑓2 𝑦 , 则X、Y相互独立

若𝑓 𝑥, 𝑦 ≠ 𝑓1 𝑥 𝑓2 𝑦 , 则X、Y不独立



随机变量的相关性与独立性

两者关系 若X、Y独立→ 则X、Y不相关（逆反：则不独立←若X、Y相关)

∴

XY
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随机变量的相关性与独立性

两者关系 若X、Y独立→ 则X、Y不相关（逆反：则不独立←若X、Y相关)

2 2
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1 1 2 21 2
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
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x y

X Y N

x x y y
f x y

x y

e e

f x 2 ( )

所以Ｘ、Ｙ独立。

f y

若正态随机变量X、Y不相关
正态变量

则X、Y独立

∴



1、随机变量不是普通变量

描述随机试验的结果（取值x）与可能性（概密度率f(x)）的

变量。离散型的结果可数；连续型的结果无数

2、随机变量的概率分布

概率，概率密度与取值x的关系

3、随机变量的数字特征
概率、概率密度函数的参数，x取值的概率均值或偏差均值。

相关性，独立性

小结



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§1-1 观测值与观测误差

§1-2 误差来源和分类

§1-3 偶然误差的随机特性

§1-4 随机变量与正态分布（2）

§1-5 观测质量与评价指标

§1-6 相关观测与协方差

第一章 观测误差

4、正态分布
5、偶然误差正态随机变量
6、观测值正态随机变量



正态分布是随机变量的一种常见分布形式，其取值和可能性:

4、正态分布

正态随机变量X ˂
取值: x є (-∞, +∞)

概率密度: 𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝑥−𝜇)2

2σ
2

简化表示：𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) 分布参数

正态随机变量的数字特征（正是分布参数！）

2 2

2

2 2
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2 22 2
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          ( )  
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
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 
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E(X)=μ为密度曲线的对称轴，

𝐷(𝑋)=σ 为曲线拐点与μ的偏移量
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∞
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x

f (x)

μ-σ- ∞ +∞

全面积 1.0

μ+σμ

1

2𝜋𝜎

拐点

σ

正态随机变量的概率密度函数和概率分布函数

f (x)>0 

0<F (x)<1 

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 =  −∞
𝑥
𝑓 𝑡 𝑑𝑡

=  −∞
𝑥 1

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝑡−𝜇)2

2σ2 𝑑𝑡

O

x

F(x)

F( x )

1.0

- ∞ +∞

0.5

x μ

概率密度函数
概率分布函数

概率密度曲线

概率分布曲线



正态随机变量的传播特性

设𝑋, 𝑌相互独立，𝑋~𝑁(𝑢1, 𝜎1
2),𝑌~𝑁 𝑢2, 𝜎2

2

若 𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌+c  则 ~ ( , )     2 2 2 2

1 2 1 2Z N a b c a b

若各随机变量独立、方差和期望有限，且每个随机变量不占绝对

优势，则随机变量总和趋于正态分布。

观测误差可认为是许多独立的偶然误差综合作用的结果，

故近似服从正态分布。实际观测不能严格满足中心极限定理中的要求。

1 2       n

（1）正态分布变量线性函数的传播性

（2）中心极限定理



正态变量的标准化

任一正态变量：𝑋~𝑁 𝜇, 𝜎2 ，

标准正态变量：𝑋~𝑁 0,1 ，参数𝜇 = 0, 𝜎=1

Φ(𝑥) 函数值可查表

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
𝑒−

𝑥2

2

令 𝑡 =
𝑥−𝜇

𝜎
, 𝑥 = 𝜎𝑡 + 𝜇任一正态变量X的标准化：

任一正态变量X在区间(a,b)上的概率可转化为Φ(𝑥)

F 𝑥 = −∞
𝑥 1

2𝜋
𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡 = Φ(𝑥)

P 𝑎 < 𝑋 < 𝑏 = 𝑎
𝑏 1

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝑥−𝜇)2

2σ
2 𝑑𝑥 = 𝑎−𝜇

𝜎

𝑏−𝜇

𝜎 1

2𝜋𝜎
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2 σ 𝑑𝑡= 𝑎−𝜇
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2𝜋
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𝑡2
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𝑎−𝜇

𝜎
1

2𝜋
𝑒−

𝑡2

2 = Φ(
𝑏−𝜇

𝜎
)- Φ(

𝑎−𝜇

𝜎
)

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝑥−𝜇)2

2σ2



二维正态随机变量

2 2
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联合分布概率密度函数：



𝑛维正态随机变量

n维正态随机变量（X1,X2,…,Xn)的联合分布概率密度函数：
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对照二维



则偶然误差正态随机变量的取值和可能性表示为:

∆ ˂
取值: ∆ є (-∞, +∞)

概率密度: 𝑓 ∆ =
1

2𝜋𝜎
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∆2

2σ2

∆~𝑁(0, 𝜎2)
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5、偶然误差正态随机变量

误差试验可知，偶然误差可视为正态分布的随机变量∆，且E(∆)=0. 取参数σ2



只含偶然误差的观测值正态随机变量L:
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6、观测值正态随机变量
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4、正态分布

特定的、常见的随机变量，概率密度分布钟型对称

n维正态变量及密度函数的矩阵表达形式

5、偶然误差正态随机变量

6、观测值正态随机变量

∆~𝑁(0, 𝜎2)

2~ ( ,  )L N L 

( ) 0 E
2( ) D  

( )   E L L 只含
2( ) D L 

实现了对偶然误差及观测值的正态随机变量描述



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§1-1 观测值与观测误差

§1-2 误差来源和分类

§1-3 偶然误差的随机特性

§1-4 随机变量与正态分布

§1-5 观测质量与评价指标

§1-6 相关观测与协方差

第一章 观测误差

1、观测质量的分类评价

2、观测精度与评价指标

3、综合误差评价分析



1、观测质量的分类评价

𝜴 =  𝑳 — L= ε + ∆ + ∆粗观测值L的误差：

单个误差越小，质量越好。但误差不知情，无从评价总体

评价内容分类：

精度（精密度）：误差分布的密集程度

准确度：观测值均值（总体上）与真值的偏离程度

可靠性：观测系统发现粗差的能力

精确度 
精度𝒑𝒓𝒆𝒄𝒊𝒔𝒊𝒐𝒏 —评价 → 偶然误差∆

准确度𝒂𝒄𝒄𝒖𝒓𝒂𝒄𝒚—评价 → 系统误差ε

可靠性𝒓𝒆𝒍𝒊𝒂𝒃𝒊𝒍𝒊𝒕𝒚 —评价 → 粗差∆粗系统

观测高质量=精确+可靠

G 1

G 2

 𝑳

Li

Ωi

G1组的精度高
G2组的准确度高
Li的误差为Ωi



2、观测精度与评价指标

观测精度：是指误差分布的密集程度。是针对偶然误差的评价内容，误差分

布越密集，精度就越高。用什么指标衡量精度高低？

偶然误差概率密度分布曲线

1

2𝜋𝜎1

1

2𝜋𝜎3

三组误差的分布曲线：𝑓1(Δ)、 𝑓2(Δ)、 𝑓3(Δ)

f(Δ)的峰值为
1

2𝜋𝜎

𝑓1(Δ)峰值大，曲线陡，误差分布集中，精度高；

𝑓3(Δ)峰值小，曲线缓，误差分布离散，精度低。

因此，分布参数中误差σ（方差σ2）可以作为

精度指标。σ越小，精度越高； σ越大，精度

越低。

类似指标还有：平均误差、或然误差、极限误差等。



（1）方差𝜎2（中误差𝜎）及其估值

这是𝜎2的估算方法之一。

当n有限时，σ2的估值为
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（1）方差𝝈𝟐（中误差𝝈）

2、观测精度与评价指标
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（2）平均误差θ--误差绝对值的均值

σ、θ、 ρ、∆限均为误差区间半长
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（3）或然误差ρ

（4）极限误差∆限

误差出现在区间（-ρ,ρ）的概率为0.5
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68.3%

15.9% 15.9%

由正态特性知，偶然误差超过2σ的概率为

4.6%，超过3σ的概率为0.3%，是不可能事件。

因此，如果观测误差超过2σ或3σ ，即认定

是粗差，需做相应处理。这是实测工作中制定

限差指标的依据。

极限误差∆限 的意义
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（5）相对误差 𝝈/𝑳

2、观测精度与评价指标

对于有些观测量，中误差指标并不能准确表达其测值精度的高低。

例：边长观测值𝐿1 = 100𝑚，σ1=2mm

𝐿2 = 400𝑚， σ2=4mm

如按𝝈指标，𝐿1的精度高于𝐿2，这显然不合理。

按𝝈/𝑳指标，𝝈1/𝑳1=2/100000=1/5万

𝝈2/𝑳2=4/400000=1/10万

𝐿2的精度高于𝐿1，评价结果合理。



（2）精确度指标-均方误差MSE(L)

3、综合误差评价分析（Ω = Δ + 𝜀）

∵当𝐿含Δ、𝜀时
Ω =  𝐿 − 𝐿 = Δ + 𝜀
𝐸(Ω) =  𝐿 − 𝐸(𝐿)
𝐸 Ω = 𝐸 Δ + 𝜀 = 𝜀
∴𝜀 =  𝐿 − 𝐸(𝐿）

𝜀 =  𝐿 − 𝐸(𝐿) E(L1)

准确度：是指观测值均值𝐸(𝐿)与真值的偏离程度。

系统误差𝜀就是观测值

准确度的指标。

（1）准确度指标- 系统误差ε

观测值的精确度：是指观测值与

真值的偏离程度。可用均方误差

作为指标。
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1、观测质量的分类评价

精度评价偶然误差系统、准确度评价系统误差、可靠性评价粗差。

2、观测精度与评价指标

精度是误差分布的密集程度，衡量指标：中误差（方差）、平均误

差、或然误差、极限误差、相对误差，它们均是误差半区间，描

述同概率下的区间大小

3、综合误差评价分析（Ω = Δ + 𝜀）
均方误差

小结

2 2

2 2

( ) ( ) (   )MSE L E E L L

 

  

 

Ω



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§1-1 观测值与观测误差

§1-2 误差来源和分类

§1-3 偶然误差的随机特性

§1-4 随机变量与正态分布

§1-5 观测质量与评价指标

§1-6 相关观测与协方差

第一章 观测误差



§1-6 相关观测与协方差

1、两个观测值正态随机变量特征
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§1-6 相关观测与协方差

1、两个观测值正态随机变量特征
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二维观测值正态随机变量（X,Y）：



2、两个观测值变量的协方差
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xy
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正态观测值变量X,Y的相关系数

若ρxy≠0,则X、Y为相关观测

若ρxy=0,则X、Y为不相关观测



2、两个观测值变量的协方差
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则观测值𝑋、𝑌的协方差的实用计算式为：
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xy Xi Yi

in n

两个观测值正态随机变量X,Y，只含偶然误差，

对于有限的个数n，观测值X,Y的
协方差估计公式为

X的独立、离散的误差值集∆X=(∆X1, ∆X2… )

Y的独立、离散的误差值集∆Y=(∆Y1, ∆Y2… ) 
（∆Xi, ∆Yi,相对应）

( ∆X 、∆Y离散化）



由n个观测值正态随机变量组成的观测值向量 ，数学期望向量
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3、观测值向量的方差-协方差阵
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此式为方差阵提供了矩阵运算途径。



4、两个观测值向量的互协方差阵

（1）两个观测向量X、Y。 X与Y的互协方差阵DXY、Y与X的互协方差阵DYX为：
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4、两个观测值向量的互协方差阵

（2）两个观测值向量X、Y合并为一个向量Z，
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ZZ协方关系
Z的方差阵为：



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§1-1 观测值与观测误差

§1-2 误差来源和分类

§1-3 偶然误差的随机特性

§1-4 随机变量与正态分布

§1-5 观测质量与评价指标

§1-6 相关观测与协方差

第一章 观测误差

矩阵基础知识



背景：矩阵起源于线性代

数中的线形方程组求解。

矩阵是人类寻求数、量简

化表达的绝作

矩阵基础知识

提纲

1、矩阵的定义

2、矩阵运算

3、矩阵的初等变换

4、矩阵转置

5、矩阵求逆

6、矩阵的秩

7、矩阵求导

8、矩阵的迹及其导数



矩阵的意义—简便化
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一、矩阵的定义

矩阵是由一组按行和列整齐排列的元素集，是一个运算单元。矩阵的元素有

数值、变量、运算符、表达式等。矩阵的类别和表示方法有：

（1）一般矩阵：m行n列元素组成
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0 0  0

m n
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 
 
 
 
 
 

（2）零矩阵：元素为0
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一、矩阵的定义
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（3）方阵：m=n

对角元素 aii
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（4）对角矩阵

aii≠0，aij=0
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（5）单位阵

（6）对称矩阵
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（7）行矩阵

（8）列矩阵
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1、矩阵相等

2、矩阵相加减

二、矩阵的基本运算

  
    若 ，则 ij ij

m n m n
a b A B

   
+ =c    + = C若 ，则ij ij ij

m n m n m n
a b A B
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3、矩阵相乘

4、系数乘矩阵

5、矩阵初等变换

二、矩阵的基本运算

   
1

=c    = C若 ，则



n

ik kj ij
m n n t m t
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a b A B
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1）换行或列

2）k乘行或列

3）k乘行或列+另行（列）



三、矩阵的转置

2、转置运算：

为对称矩阵则若

则

AAA

ABAB

kAkA

BABA

AA

CDDC

T

TTT
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TTT

TT

TT
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1、转置定义：
  

    若 ，则 
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四、矩阵的逆

1、定义：

2、矩阵有逆矩阵的充分必要条件是，其行列式≠0.

3、矩阵的逆的性质：

矩阵对角矩阵的逆仍为对角

矩阵对称矩阵的逆仍为对称
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 
  若 = ，则

 
T T TAB B A对比：



1)余子式法

𝑨
𝒏∙𝒏

=

𝒂𝟏𝟏 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
⋮ ⋱ ⋮

𝒂𝒏𝟏 ⋯ 𝒂𝒏𝒏

𝑨
𝒏∙𝒏

−𝟏 =
𝟏

𝑨
𝑨∗

其中 𝑨∗=
𝑨𝟏𝟏 ⋯ 𝑨𝒏𝟏
⋮ ⋱ ⋮

𝑨𝟏𝒏 ⋯ 𝑨𝒏𝒏

，

𝑨𝒊𝒋 = (−𝟏)𝒊+𝒋∙ 𝑴𝒊𝒋

𝑴𝒊𝒋为𝒂𝒊𝒋的余子式。

4、矩阵求逆方法



𝐴
𝑛∙𝑛

=

𝑎11
𝑎22

𝑎33

初等变换
𝑨
𝒏∙𝒏

−𝟏 =

𝟏

𝒂𝟏𝟏
𝟏

𝒂𝟐𝟐
𝟏

𝒂𝟑𝟑

2)初等变换法

𝑨
𝒏∙𝒏

𝑰
𝒏∙𝒏

初等行变换
𝑰
𝒏∙𝒏

𝑨−𝟏
𝒏∙𝒏

3)对角阵求逆

4、矩阵求逆方法



五、矩阵的秩

定义： 𝑨
𝒎∙𝒏

可视为m个行向量或n个列向量组成

𝑨的行秩：行向量不相关的最大组数：𝒓𝟏 ≤ 𝒎

𝑨的列秩：列向量不相关的最大组数：𝒓𝟐 ≤ 𝒏

根据行列式性质,则存在r，有： 𝒓𝟏= 𝒓𝟐= r

若𝑹 ( 𝑨
𝒎∙𝒏

)=m,则称行满秩。

若𝑹 ( 𝑨
𝒎∙𝒏

)=n,则称列满秩。



五、矩阵的秩

若𝑹 ( 𝑨
𝒏∙𝒏
)= 𝒏则𝑨可逆、 𝑨为非奇异矩阵、 𝑨 ≠ 𝟎

若R ( 𝑨
𝒏∙𝒏
) < 𝒏则 𝑨不可逆、𝑨为奇异矩阵、 𝑨 = 𝟎



六、矩阵求导

1、任意矩阵函数对一个x求导： 𝑭
𝒎𝒏

= 𝑭
𝒎𝒏

∙ ( 𝒙
𝟏 𝟏
)

𝒅𝑭

𝒅𝒙
𝒎 𝒏

=

𝒅𝑭𝟏𝟏

𝒅𝒙
⋯

𝒅𝑭𝟏𝒏

𝒅𝒙

⋮ ⋱ ⋮
𝒅𝑭𝒎𝟏

𝒅𝒙
⋯

𝒅𝑭𝒎𝒏

𝒅𝒙

2、列矩阵函数对𝑿
𝒏𝟏
求导： 𝑭

𝒎𝟏
= 𝑭

𝒎𝟏
∙ ( 𝑿

𝒏 𝟏
)

𝒅𝑭

𝒅𝑿
𝒎 𝒏

=

𝒅𝑭𝟏

𝒅𝑿𝟏
⋯

𝒅𝑭𝟏

𝒅𝑿𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝒅𝑭𝒎

𝒅𝑿𝟏
⋯

𝒅𝑭𝒎

𝒅𝑿𝒏



六、矩阵求导

3、一个矩阵积函数对列矩阵X 求导：𝑭 = 𝑭
𝒎𝟏

(𝑿)
𝒏 𝟏

, 𝑮 = 𝑮
𝒎𝟏

( 𝑿
𝒏 𝟏
)

𝒅𝑭𝑻𝑮

𝒅𝑿
=

𝒅𝑮𝑻𝑭

𝒅𝑿
=𝑭𝑻

𝒅𝑮

𝒅𝑿
+ 𝑮𝑻

𝒅𝑭

𝒅𝑿

𝑭𝑻𝑮
𝟏 𝟏

𝑮𝑻𝑭
𝟏 𝟏

𝝏(𝑿𝑨)

𝝏𝑿
= 𝑨𝑻

𝝏(𝑨𝑿)𝑻

𝝏𝑿
= 𝑨

𝝏(𝑿𝑻𝑨𝑿)

𝝏𝑿
= 𝟐𝑨𝑿

𝝏(𝑨𝑻𝑿𝑻𝑿𝑩)

𝝏𝑿
= 𝑿(𝑨𝑩𝑻 + 𝑩𝑨𝑻)

𝑿
𝒏𝟏

𝑨
𝟏𝒏

𝑩
𝟏𝒏

4、常见矩阵的导数

𝝏𝑿

𝝏𝑿
= 𝑰

𝝏𝑨𝑿

𝝏𝑿
= 𝑨



七、矩阵的迹

定义： 𝑨
𝒏∙𝒏

的对角元素为𝒂𝒊𝒊，则有 𝑨
𝒏∙𝒏

的迹（对角和）：

性质: 𝑨
𝒏∙𝒏
,

𝒕𝒓(𝑨)= 𝒕𝒓 𝑨𝑻

𝒕𝒓(𝑨 + 𝑩)= 𝒕𝒓 𝑨 + 𝒕𝒓(𝑩) ：

𝒕𝒓(𝒌𝑨)=𝒌 𝒕𝒓 𝑨

𝒕𝒓(𝑨𝑩)=𝒕𝒓(𝑩𝑨) 𝒕𝒓(𝑨𝑻𝑩)=𝒕𝒓(𝑨𝑩𝑻)

𝑩
𝒏∙𝒏

n

ii
nn

i 1

tr( A ) a

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八、矩阵的迹的导数

𝝏𝒕𝒓(𝑿)

𝝏𝑿
= 𝑰

𝝏𝒕𝒓(𝑨𝑻𝑿𝑩𝑻)

𝝏𝑿
= 𝑨𝑩

𝝏𝒕𝒓(𝑨𝑿𝑻𝑿)

𝝏𝑿
= 𝑿(𝑨 + 𝑨𝑻)

𝝏𝒕𝒓(𝑿𝑨𝑿𝑻)

𝝏𝑿
= 𝑿(𝑨 + 𝑨𝑻)

𝝏𝒕𝒓(𝑿𝑻𝑨𝑿)

𝝏𝑿
=(𝑨 + 𝑨𝑻)𝑿

𝝏𝒕𝒓(𝑨𝑿𝑩𝑿𝑻)

𝝏𝑿
= 𝑨𝑻𝑿𝑩𝑻+ 𝑨𝑿𝑩

𝝏𝒕𝒓(𝑨𝑿𝑩𝑿)

𝝏𝑿
= 𝑨𝑻𝑿𝑻𝑩𝑻+ 𝑩𝑻 𝑿𝑻 𝑨𝑻

𝑿
𝒏𝟏

𝑨
𝒏𝒏

𝑩
𝒏𝒏



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！


