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1、误差的传播
2、泰勒公式及其应用
3、函数线性化-近似化

第一章：偶然误差、观测值
的正态随机变量化
分布参数（数学期望、精度
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第二章：观测值函数的精度
、相关性
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直接观测值，如水平角β和边长S,由此确定点P（XP,YP）坐标为间接观

测值，P点坐标的误差、中误差如何确定？-误差、协方差的传播问题
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1. 误差的传播

（1）线性函数误差的传播
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Xi 的误差为: i i i
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设Y1为n个观测值Xi（i=1,2,…,n）的一个线性函数（ki为系数， k0 常数）

Y1的误差为:
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与系数ki 和∆Xi有关，与k0 无关

线性函数的误差传播公式
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例：水平角观测值βi的误差为∆βi，求方位角n的误差∆n
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f(x)可用附近x0处的函数值f(x0)近似计算
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2、泰勒公式及其应用-函数线性化

泰勒公式：若函数f(x)在x0处n阶可导，则f(x)可展开为幂函数+余项
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3、函数线性化-近似化
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其中

1个任意函数→ 1个线性函数！



3、函数线性化-近似化
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（3）t个多元函数线性化
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例：水平角β和边长S观测的误差为∆β、∆S,求点P（XP,YP坐标误差。
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1、误差的传播

2、泰勒公式及其应用

3、函数线性化-近似化
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以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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§2-6 方差的估算
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第二章 误差与协方差传播



例如：通过水平角β和边长S观测,可以确定点P（XP,YP），P点坐标的

误差、中误差如何确定？
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背景：观测值函数的误差、中误差问题-精度评价问题
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观测值向量X的数学期望μX和方差阵DXX为

1

2

1  n

n

X

X
X

X

 
 
 
 
 
 

1 1

2 2

1

( )

( )

  

( )

X
n

n n

E X

E X

E X








   
   
    
   
   
   

2

1 12 1

2

21 2 2

2

1 2

n

n

XX
nn

n n n

D

  

  

  

 
 

 
 
 

  

1. 协方差的传播规律



（1）Y是X的一组线性函数，求Y的期望和方差为μY和方差阵DYY
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1. 协方差的传播规律
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1. 协方差的传播规律

Y的数学期望μY

Y是X的t个线性函数

数学期望传播规律
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1. 协方差的传播规律
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（2）Y、Z均是X的线性函数，求Y、Z的互协方差阵DYZ
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（3）Y、Z均是X的线性函数，求Y、Z合并的方差阵
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1. 协方差的传播规律



方差阵的特点：

1）对称；

2）正定；

3）观测值不相关时，σij=0,为对角矩阵。当对角元相等时，

σi
2=σ2，为同精度观测。
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（4）方差阵的特点



例1 设有函数 Y=4x1-3x2-60,已知 的方差阵为：
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4
   22  1 91 cm

3


   

       
   

 
   

 

系数矩阵为:  
12
K 4 3 

0
1 1

1

 

  



t tn n
t

T

YY XX
tn ntt t nn

Y K X K

D K D K

2、协方差传播律示例



例2 设有函数
2

1 2

1
Y x x 20

2
  

1

21
2

x
X

x

 
  
   2

XX
22

1 0.5
D cm

0.5 2

 
  
 

试求Y 的标准差σY。

  1

1 1 2 1
12

2

dx
dY x dx dx x 1 K dX

dx

 
     

 

2、协方差传播律示例

解:

0
1 1

1

 

  



t tn n
t

T

YY XX
tn ntt t nn

Y K X K

D K D K

 2

Y 1 1
x x 2 cm   

 

   

12 T

Y YY XX 1
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1 2 2

1 1 1 1

1 0.5 x
D KD K x 1

0.5 2 1

x
   x -0.5  0.5x -2 x x 2 cm

1


   

       
   

 
    

 



例3：三角形内角独立同精度观测，平均分配

闭合差后，求各角的方差、协方差。
 

T

1 2 3
31
L L L L

解：L为独立同精度观测值，σij=0,σi
2=σ2 ，

A

L3

L1 L2

B

C
2、协方差传播律示例

2 2

1

2 2 2 2

2
3333
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1

                  1

            1                         

 

   
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     
     

        
    
   

LLD I



A

L3

L1 L2

B

C
三角形闭合差w： 1 2 3

w L L L 180    

1 2 3

1 1

2 2 1 2 3

33

1 2 3

2 1 1
L L L 60

ˆ 3 3 3L L 3
1 2 1

L̂ L 3 L L L 60
3 3 3

ˆ L 3L 1 1 2
L L L 60

3 3 3







 
    

     
     

            
                

 

平均分配闭合差后的估计值为：

1

2

3

2 1 1 L 60
1

1 2 1 L 60
3

1 1 2 L 60

      
    

        
          

3 1 3 3 3 1
3 1

0
L̂ K L K
  



 



A

L3

L1 L

2
B

C
2

3 3 3 3
3

T

33
L̂

3

ˆ LLL

2 1 1 2 1 1
1 1

D K D K 1 2 1 I 1 2 1
3 3

1 1 2 1 1 2


 



      
   

        
         

2 2
6 3 3 2 1 1

3 6 3 1 2 1
9 3

3 3 6 1 1 2

 
      

   
        

         

1 2 3

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆL L L

2

3
      

说明分配闭合差后，估值的方差小于观测值，精度高于观测值

1 1 2 1 3

2 1 2 2 3

3 33 1 2
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协方差传播律解题步骤

1）给出观测值向量X及其方差阵DXX
1

2

1  n

n

X

X
X

X

 
 
 
 
 
 

0
1 1

1

  
t tn n

t

Y K X K 1 1

0
1

   ( )

   ( )  

t n

tnt

Y f X

f
dY dX K dX

X




 



若

则

2)确定Y=KX+K0，若Y=f(X)，则通过dY=KdX 求K

2

1 12 1

2

21 2 2

2

1 2

n

n

XX
nn

n n n

D

  

  

  

 
 

 
 
 

  

3)求
 

 T

YY XX
tn ntt t nn

D K D K

注意：1）根据函数的形式、方差阵的特点，灵活运用传播公式。

2）非线性化过程注意单位统一，特别是角量参数弧度角度换算



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§2-1 观测误差传播规律

§2-2 协方差传播规律

§2-3 协方差传播律的应用

§2-4 权与定权的常用方法

§2-5 协因数和协因数传播律

§2-6 方差的估算

§2-7 系统误差的传播

第二章 误差与协方差传播

1. 独立观测值线性函数的方差

2. 独立同精度观测值平均值的方差

3. 独立同精度分段量距累计距离的
方差

4. 水准测量的精度分析

5. 支导线点位的精度

6. 水平角观测精度分析



现有独立观测向量 ，其方差阵

设X为𝑳的一个线性函数

系数平方与观测

值方差乘积和。

1. 独立观测值的线性函数的方差

§2-3 协方差传播律的应用
2
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由协方差传播律可得：
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现有独立同精度观测向量

其方差阵为DLL

𝑳的算术平均值

评论：平均值的

方差为观测值方

差1/n，精度明

显高于观测值。

2. 独立同精度观测值的平均值的方差
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由协方差传播律可得：



现有独立同精度观测向量

设分段测距中误差为σ，则方差阵为Ddd

设s为di的和（一个线性函数）

评论：分段数越多，

距离精度越低。

3. 独立同精度分段量距的累计距离的方差
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由协方差传播律可得：



水准点A、B间进行n站观测，设每站高差观测值hi为独立同精度，中误

差为σ站， A、B间高差hAB的方差σ hAB确定如下：

4. 水准测量的精度分析
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2 2

站 
ABh n

4. 水准测量的精度分析

讨论：A、B间高差hAB的方差

若A、B间线路长为大S(km)，每站线路长均为小s(km)，则站数n=S/s。

取S=1km，n=1/s，则1km线路长高差观测值的方差σ2
km为

2 2

km

1
站 

s
σ2

km方差σ2
站的关系

将n=S/s ，方差σ2
站=s σ2

km带入

22  km 
ABh S

2
ABh

2 2

站 
ABh n

至此得到高差方差的两种计算公式

2

2 2

2

         k k

站

m m



 



 

ABh n

S
s S

s
 站 

AB
h n

 km 
ABh S

评论：站数越多、线路

越长，高差精度越低。



例1：水准测量中设σ站=3.6mm，每站线路长按s=70m，每1km线路长的站

数n=15站。则1km 线路长的高差中误差σkm为 ：

km
n = 15 3.6 13.9 (mm)   站

取3倍中误差作为极限误差，由此得出，规范规定等外水准闭合差的允

许值为： h
S S 3

       =40 S  (mm)

    km允 km允

4. 水准测量的精度分析

例2: 水准测量中若要求σkm不超过10mm，高差中误差σh不超过60mm,  则该

水准路线长度不应超过多少公里？（36km）

2 2

h km
S 

2 2

h

2 2

km

60
S 36 (km)

10




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独立观测值边长S和水平角β，中误差 ，求P点的点位方差。S
, 

解 设 则
2 1

S
L



 
  
 

P点坐标组成Z矩阵，Z是L的非线性函数

S
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P B
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cos sin
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
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cos sin

sin cos
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d

dL

 

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





 
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     
    
  

通常dβ、σβ单位取″
，用ρ″统一单位

5. 支导线点位的精度
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点位中误差及几何意义
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P点沿BP纵向中误差σS：由测边误差引起

横向中误差σt：由测角误差引起

点位方差：



使用DJ6 型经纬仪观测水平角，一测回方向观测值l的中误差：

一测回由2个半测回取平均值得出：l=(l左半+l右半)/2。

=6 
l回

= 2 =1.41 6 =8.5   l回l半

6. 水平角观测精度分析--6”经纬仪的限差的制定

= 1/2   l回 l半

= 2 =1.41 6 =8.5   l回

一测回角度观测值β=l2-l1,  β的中误差

半测回方向观测值l半的中误差为

方向观测值一测回与半测回的中误差关系



（1） 半测回测角精度

= 2 = 2 8.5 =12


   半 l半

6. 水平角观测精度分析--6”经纬仪的限差的制定

（2） 盘左、盘右半测回观测角值的限差

2 2 12 17 
      半

L R
   

f 2 =34 




取两倍中误差作为限差，

则盘左、盘右半测回互差的限差为

半测回互差

互差的中误差



（3） 测回间角度观测值的限差

两测回角度观测值互差：

2 8.5 2 12      

1 2
   

f 2 24 


 

取两倍中误差作为限差，因此规范规定：两测回角度观测
值互差限差为24”

6. 水平角观测精度分析--一台6”仪器的限差的制定

互差的中误差：



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§2-1 观测误差传播规律

§2-2 协方差传播规律

§2-3 协方差传播律的应用

§2-4 权与定权的常用方法

§2-5 协因数和协因数传播律

§2-6 方差的估算

§2-7 系统误差的传播

第二章 误差与协方差传播

1、观测值的权

2、定权的方法



1、观测值的权-处理误差分配问题的相对论

§2-4 权与定权的常用方法

方差是衡量观测值绝对精度的指标。但方差值通常不易确定，方差

的比例关系则相对容易确定。描述观测值精度比例的指标—权。

权的定义：

一组观测值 Li，方差为σi
2 ( i =1,2…,n )，取一个观测值

L0的方差为σ0 
2，则Li的权pi为

2

0

i 2

i

p





L0的权p0=σ0
2/σ0

2=1，为单位权；

L0称为单位权观测值；

σ0
2称为单位权方差。

单位权

weight



1、观测值的权

ii 2

i

2

0L :  p 



的权

2 2 2

0 0 0

1 2 n 2 2 2

1 2 n

2 2 2

1 2 n

p : p : ... : p : : ... :

1 1 1
                             : : ... :

  

  

  





1）权与方差成反比。方差越大，权越小，精度越低。

2）一个观测问题中只能用同一个σ0
2，否则失去可比性。

3）权值与σ0
2取值有关，但权之间的比例关系不变。

权的性质：

2

2 0

i

i
p

 


  2 2

0 i i
p 

2

0

i 2

i

 p





权、方差的关系



例1：已知A角的中误差σA=2″，权PA=4，B角的权PB=16。求单位权中

误差σ0及B角的中误差σB。

解:  由权的定义式可得
2 2 2 2

0 A A
p 4 2 16 ( )     

0
4  

2

0

i 2

i

p





B
1  

2

2 20

B

B

16
1 ( )

p 16


   



（一）水准测量定权

（1）用测站数定权（用于山地）

2、定权的方法

取C 个测站的观测高差的方差为单位权方差，即 2 2

0
C  站

i

22

0

i 2 2

h i i

C C
p

N N



 


  



站

站

i

2 2

h i km
S 

i

2 2

h i
N  站

（2）用线路长度定权（用于平地）

取C km线路长度的观测高差的方差为单位权方差，即
2 2

0 km
C 

i

2 2

0 km

i 2 2

h i km i

C C
p

S S

 

 


  





A

P1

P2

P3
h1

h2

h3

h4

h5

1.5km

2.5km

2.0km

4.0km

3.0km

例2 确定下列水准路线中各观测高差的权。

解：由协方差传播律知

i

2 2

h i km
S 

2 2

0 km
 

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
p p p p p

1.5 2.5 2.0 4.0 3.0
    

i

2 2

0 km

i 2 2

h i km i

p
S
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S
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 
  

（1）取

2 2
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i
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i 2 2
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p
S
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S

 

 
  

1 2 3 4 5
p 4.0 p 2.4 p 3 p 1.5 p 2.0    

（2）取



例3 在相同条件下进行四等水准测量，线路长4km的观测高差h1的中误

差σ1=1mm。求64km观测高差h2的中误差σ2。

解：取C=4km，σ0 = σ1=1mm

答：64公里观测高差的中误差为4mm。

则S=64km观测高差的权p2，中误差σ2为

2 2

2 20

2

2

( 1mm )
16 mm

p 1 / 16


   

2

2

C 4km 1
p

S 64km 16
  

2
4mm 

2

0
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i

 p







1）钢尺量距的权

设单位长度距离丈量的方差为σ2 ，则丈量距离Si 的方差为
22  iS S

i


取丈量长度C的方差为单位权方差， 即
22

0  C

则Si 的权为
评价：距离丈量的权

与长度成反比

(二）距离量测定权

i

i

2 2

0

S 2 2

S i i

C C
p

S S

 

 
  

2）光电测距的权

σ0
2为选取的单位权方差， σSi

2为测距Si的方差，它包含固定误差a

和比例误差b两部分。

i

i

2

0

S 2

S

p



 i

6

S i

6

i

a bS 10

       3mm 2 10 S ( km )
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一组的独立同精度(方差σ2)观测值，其ni个观测值的算术平均值xni

的方差为：

取C次观测值的算术平均值为单位权观测值， 即

则算术平均值的权为

评论：算术平均值的权与观测次数成正比。

（三）独立同精度观测算术平均值的权

2 21
 

ni
x

in

2 2

0

1
 

C

ni

i

2

0 i

x 2

n

n
p

C




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以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§2-1 观测误差传播规律

§2-2 协方差传播规律

§2-3 协方差传播律的应用

§2-4 权与定权的常用方法

§2-5 协因数和协因数传播律

§2-6 方差的估算

§2-7 系统误差的传播

第二章 误差与协方差传播

1、协因数与协因数阵

2、协因数传播规律



1、协因数与协因数阵

观测值的可描述观测值间的相对精度，权可定，但权不能描述相关性，

传播运算不方便。为此引入协因数。

§2-5 协因数和协因数传播律
2

0

i 2

i

p



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Li与Li的协因数
2

i

ii 2

0 i
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Q   ( )

p
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0

Q



Li与Lj的协因数

（2）协因数阵

取σ0
2后，σi

2→Qii， σij→Qii，因此L的方差DLL阵可变为QLL
2
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（1）协因数定义

L的协因数阵
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（3）权阵的定义
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（4）D、Q、P三矩阵权阵关系
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例1 已知观测值向量L 的协因数阵为QLL。

试求：1)  观测值 L1、L2 的权p1 和p2 ；

2)  观测值向量L 的权阵PLL 。

解: 1) 由权与协因数的倒数关系得

1 11 2 22
p 1 Q 1 2 p 1 Q 1 3   

2) 由权阵与协因数阵的互逆关系得
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例2 已知观测向量L的权阵为PLL，试求观测值L1，L2 的权。
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解: 由权阵与协因数阵的互逆关系得: 
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由权与协因数的倒数关系得:
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背景：协方差传播规律，用以评价观测值函数的方差（绝对精度）。

当引入观测值的权，能否确定观测值函数的权（相对精度）？

2、协因数传播规律

这就需要介绍协因数传播问题
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观测值向量X的方差阵DXX ，Y、Z均是X的线性函数
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协方差传播

协因数传播

2、协因数传播规律

评论：协因数与协
方差属同理传播

0

0

 

 

 

 

Y K K

Z XF F

X





 

XX

XX

T

YY

T

ZZ

T T

Y XZ ZYX

D K K

D F F

F

D

D

D DDK



例3 独立观测值Li 的权为pi  ( i=1，2…，n )，求其加权平均值的权。
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解: 依题意
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评论：加权平均值的精度高于观测值



例4 观测向量 X、Y的协因数阵为QXX、QYY、QXY=QYX
T，W=KX+FY.

求QWW、QWX 。

解: 依题意，组建观测向量
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例5 三角高程测量中，高差计算公式h=S tanα+i-l。S、α的权为pS、pα，

忽略i 、l的误差。求h的权ph。

解: 依题意，组建观测向量
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评论：三角高差的权与水
平距离平方成反比
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以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§2-1 观测误差传播规律

§2-2 协方差传播规律

§2-3 协方差传播律的应用

§2-4 权与定权的常用方法

§2-5 协因数和协因数传播律

§2-6 方差的估算

§2-7 系统误差的传播

第二章 误差与协方差传播

1、独立同精度真误差估算方差

2、独立不同精度真误差估算方差

3、三角形闭合差估算测角中误差

4、由一组双观测值互差估算中误差



设有一组独立同精度（方差相同σ2）观测值（只含偶然误差）

1 2 n
, , ... ,  数学期望

1 2 n
, , ...,   

i i i
L  

§2-6 方差的估算

方差是观测值变量的数字特征，为理论值，不易确定，只能估算。

1、独立同精度真误差估算方差

观测值 L1 ,  L2 , …,  Ln

真误差
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Δi同分布
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n

观测值变量Li和误差变量∆i服从正态分布，分布参数σ2可由离散的真

误差∆i计算：

1、独立同精度真误差估算方差

σ2可由独立同精度的一组∆i估算



设有一组独立不同精度（方差σi
2）观测值（只含偶然误差）

1 2 n
, , ... ,  数学期望

1 2 n
, , ...,   

i i i
L  

2、独立不同精度真误差估算方差

观测值 L1 ,  L2 , …,  Ln

真误差
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1 2 n
, , ...,     

观测值Li′： L1′ ,  L2 ′, …,  Ln′

真误差∆i′

思路：由不同精度pi的一组Li(∆i )，构建一组同精度观测量Li′(∆i′)

2、独立不同精度真误差估算方差
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从不同精度Li(∆i )，到同精度Li′(∆i′)分布改变
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由独立同精度（σβ）的内角观测值，
得到一组三角形内角和观测值
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3、由一组三角形闭合差估算测角中误差
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由协方差传播律

由同精度真误差估算方差的公式得

故 Si为独立同精度（σS）观测 测角方差的估值为
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菲列罗公式，为测角精度的
测定提供了手段



双观测值Li′、 Li″分别为独立不同精度观测，Li′与 Li″为独立同精

度（σi、pi）观测 ,                      。

i i i
d L L  

4、由一组双观测值互差估算中误差
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（3）双观测列平均值的方差估值
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4、由一组双观测值互差估算方差
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例1 一水准路线分6 段观测，其往返观测结果列于下表：
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试求:(1) 每段高差平均值及其中误差。

(2) 该条水准路线全线高差平均值及其中误差。



解:（1）各段高差往返观测值的权pi、平均值 及中误差计算如上表

（2）水准路线总高差hz及其中误差估值为: 
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小结

1、独立同精度真误差估算方差

2、独立不同精度真误差估算方差

3、由一组三角形闭合差估算测角中误差

4、由一组双观测值互差估算中误差
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作 业 ：

第二章习题 2，4，5，8，11，13，15，18



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§2-1 观测误差传播规律

§2-2 协方差传播规律

§2-3 协方差传播律的应用

§2-4 权与定权的常用方法

§2-5 协因数和协因数传播律

§2-6 方差的估算

§2-7 系统误差的传播

第二章 误差与协方差传播



§2-7 系统误差的传播

1、综合误差评价

2、系统误差的传播

3、系统误差与方差的联合传播



（2）精确度指标- L的均方误差MSE(L)

1、综合误差评价（Ω = Δ + 𝜀）

E(L)

 𝑳 ε

准确度：L的误差均值𝐸(𝐿)与真值的偏离程度。

（1）准确度指标
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误差定义

故
系统误差可作为准确度指标



观测值的系统误差，对观测值函数产生影响。

2、系统误差的传播

1 1 2 2 0n nZ k L k L k L k   

已知Li的综合误差为Ωi=εi+∆i，Z是观测向量L的一个线性函数，

则Z的综合误差ΩZ为
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综合误差的传播

系统误差的传播



此即系统误差与方差的联合传播规律

3、系统误差与方差的联合传播

1 1 2 2 0n nZ k L k L k L k   

已知Li的综合误差Ωi=εi+∆i方差σi
2，X是独立观测向量L的一个线性函数，

则Z的均方误差MSE(Z)为

1）系统误差ε为非随机常数（此前均这样假设）
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3、系统误差与方差的联合传播
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2）系统误差ε为随机变量
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对比： 为非随机常量：

随机系统误差的问题相当于按偶然误差处理。
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已知Li的综合误差Ωi=εi+∆i方差σi
2，X是独立观测向量L的一个线性函数，

则Z的均方误差MSE(Z)为



误差、方差、均方误差的区别

名称 简易含义 英文 符号 定义、运算式

观测误差、
误差、真误差

观测值与其真
值的偏差

error Ω Ω= 𝑳-L

Ω=ε+∆+∆粗

方差 偏差平方的均
值

variance D(L)正态L为σ2 D(L)=E(L-E(L))2

协方差 covariance DL1L2 σ12 DL1L2=E(L1-E(L1)) 

(L2-E(L2))

标准差、均方
差、中误差

方差的平方根 standard 

deviation

√D(L)，或σ

均方误差 误差平方和的
平均值

mean squared 

error

MSE(L) MSE(L)=E(Ω2)



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！


