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 误差理论error theory

认识误差来源、性质分类、随机特性；

描述误差作为随机变量的分布、数字特征；

揭示误差数字特征的传播规律。 （理论基础）

 测量平差survey adjustment

处理误差问题的理论和方法。

 根据几何关系和观测特征，建立平差数学模型；

 按一定的平差原则，估算观测值变量分布参数的最优值；

 解决观测误差引起的不闭合问题和最优性问题，评价估值精度。

误差理论与平差方法的关系

（解决办法）



1、误差问题与平差的任务

真值闭合：
 𝑳1 +  𝑳2 +  𝑳3 -180°=0

L不闭合：
𝑳1+ 𝑳𝟐 + 𝑳𝟑-180°=w≠0

平差的任务：

调整观测值，分配

闭合差；估算 𝑳的

最优值 𝑳 。
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就像分奖金
三组测3角，3万奖金
定分配原则ki，对ki

的是原则性的粗略要
求，如平均分配1/3，
但奖金数必需细算

误差问题：观测误差

→带来几何不闭合→

造成工程多解矛盾



平差的任务：求解闭合、最

优唯一的 𝑳(平差值)

2、平差的思路
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平差原则

T
V PV 

平差的解题思路：

1）由函数模型消除闭

合差；

2）依据最小二乘原则

估算最优值参数。

3）通过随机模型调整

观测值，求解平差值。
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3、平差的数学模型和原则

 平差的函数模型—待定的平差值 𝑳=L+V应满足的几
何关系

 平差的随机模型—观测值𝑳具有的随机特征

 平差的原则—最小二乘原则（参数最优估计）

minT
V PV 

可得 𝑳

平差的数学模型 = 函数模型+随机模型
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求解的 𝑳的数学关系



4、平差的实现过程

1建立函数模型 2确定平差原则 3建立随机模型
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5、平差的效果

平差的效果如何？
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以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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1、函数模型的变量

§3-2 平差的函数模型

平差问题—由观测值求平差值（估计被观测量真值）的问题。

平差的函数模型—待定的平差值 𝑳=L+V 应满足的几何关系。
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2、函数模型的个数

1）必要观测个数t：确定一个几何模型所需的

最少的观测个数。

必要元素个数t：确定一个几何关系所需的

最少的元素个数。

观测的目的，是为了确定几何模型。
但测多少个量合适呢？

由于模型的几何量之间存在函数关系，因此，要

确定一个几何模型不需测定全部、只需要测定部

分几何量。

测定三角形形状只需测定2
个内角，t=2。
第3个内角有内角和关系确
定。
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2、函数模型的个数

1）必要观测个数t：确定一个几何模型所需的

最少的观测个数。

测定三角形形状只需测定2
个内角，t=2。
第3个内角由内角和关系确
定。

 当n<t时（少测），模型不能确定。

 当n=t时，模型唯一确定，但不能发现粗差。

 当n>t时（多测），模型多解，可以发现粗差。

显然少测不行，多测为好！

观测个数n与必要观测个数t的关系
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2、函数模型的产生（个数）

可见，一个多余观测，产生一个函数模型。r个多余观测，产生r个独立

的函数模型。

2)多余观测个数r：观测个数与必要观测个数之差。
r=n-t
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 当n=1,r=0时，  𝑳𝟏 不能形成函数模型。

 当n=2,r=0时，  𝑳𝟏 , 𝑳𝟐不能形成函数模型

 当n=3,r=1时，  𝑳𝟏 , 𝑳𝟐
 , 𝑳𝟑形成𝟏个函数模型。

平差的任务是由n个观测值L求n个平差值 𝑳。需要建立关于 𝑳的函数模型

n=3,t=2,r=1

多余观测个数r与函数模型个数的关系：

ˆ ˆ ˆ
1 2 3

L L L 180 0    
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①必要观测个数t取决于观测模型本身；

②必要元素彼此函数独立(不能列出函数关系），模型中量都可
由必要元素来表示；

③一个模型中函数独立的量最多只有t个。

3、必要观测的性质与其个数t确定方法

 必要观测的性质



（一）水准网t的确定

1）有已知水准点时， t=p

2）没有已知水准点时，t=p-1

假设1个已知点

 必要观测个数t的确定
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（二）测角网

1）有两个或以上已知三角点的三角网

t=2 p

2）无已知点的三角网

t=2 *（p-2）
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3）有一个已知点的三角网

t=2 *（p-1）



t=2 *（p-2）+1

（三）测边或边角同测网

p0=0,p=4,  t =2*2+1= 5
n=8+6=14, r=9

(假定一已知点和一方位角)
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1）有两个或以上已知点时
2）无已知点时



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



4、函数模型的形式

函数模型—平差值 𝑳、  𝑿应满足的几何关系

函数模型来源于两方面：

1）r个多余观测，产生r个独立的函数模型；

2）引入u个独立的未知参数 𝑿,相当于增加了多余观测，增加u个独立的函

数模型。

函数模型个数：c=r+u

平差（求 𝑳 ）时，为什么要引入参数 𝑿 ？ 为了

解题方便！

由于引入参数的情况不同，产生4种基本形式的

函数模型，产生4种基本平差方法。
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4、函数模型的形式

函数模型（ 关于 𝑳 、  𝑿的关系式）来源于多余观测和引入参数，函数模型个

数c=r+u。引入参数情况不同，产生4种形式的函数模型和4种基本平差方法。

引入参数
 𝑿个数u

函数模型 平差方法名称

个数 形式 名称

u=0 c=r 条件方程 条件平差(4)

u<t 独立 c=r+u
附有参数的条件
方程

附有参数的条
件平差(5)

u=t 独立 c=r+t=n 误差方程 间接平差(6)

u>t
其中s=u-t
不独立

c=r+u
=n+s

误差方程+限制
条件方程

附有限制条件
的间接平差(7)
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函数模型与引入参数个数的关系



方法平差
引入参数 𝑿

个数u

 𝑳, 𝑿的函数模型
V, 𝒙的函数模型

名称 非线性 线性

条件平差 u=0 条件方程

附参条件
平差

u<t 独立
附参条件方
程

间接平差 u=t 独立 误差方程

附限间接
平差

u>t
其中s=u-t
不独立

误差方程+限
制条件方程

函数模型变换（ 𝑳, 𝑿）→（V, 𝒙）
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函数模型线性化
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4种函数模型中涉及多个关于 𝑳, 𝑿的非线性函数，为了简便运算和精度评价，

对其在L、X0处进行线性化
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函数模型线性化
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4种函数模型中涉及多个关于 𝑳, 𝑿的非线性函数，为了简便运算和精度评价，

对其在L、X0处进行线性化
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以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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§3-3 平差的随机模型

观测值
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平差的随机模型—是描述观测值先验精度和相关性的指标

假设：观测值只含偶然误差，观测成果精度

符合预设规律，服从正态分布，可对观测值

进行先验评价。平差后还有验后评价。
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1、平差的随机模型

平差的任务—由观测值L求平差值 𝑳（观测量真值 𝑳的估值）
Li~N(μi, σi

2)



 相关观测值的函数模型  独立观测值的函数模型

2、随机模型分类
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第三章 平差数学模型与原则



参数估计：数理统计中，由随机变量的样本值来估计其分布参数。

() )(
只含

E L LE L


    

 𝝁 =  𝑳是对分布参数μ= 𝑳的估计，而且需要最优估计

§3-4 参数估计的性质和方法

1、参数估计的性质

2( ,  ):L   𝑓 𝐿 =
1

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝐿−μ)2

2σ
2观测值

正态随机
变量

参数估计的效果如何评价？--参数估计性质（无偏性、一致性、有效性）

如何找到最优估计？—参数估计方法（点估计：极大似然法、最小二乘法

区间估计）

平差的任务—由观测值L求平差值 𝑳（观测量真值 𝑳的估值）

_

1 2

1
( )

2
是一个参数 的一个估计量L L L  



1、参数估计的性质

1）无偏性

 𝜽= 𝜽(x1,x2…xn)为随机变量X分布参数θ的估计量，是样本x1,x2…xn的

函数式

则称 𝜽为θ的无偏估计量，否则为有偏估计量。

2）一致性

ˆ  ( )若 E  

ˆ  lim ( ) 0若
n

D 


 则称 𝜽为θ的一致估计。

一致+无偏，则称严格一致估计。

_

1 2

1 2

1
( )

2
L L L

x L L





 

 

是参数 的无偏估计量

是参数 的有偏估计



3）有效性（最有效）

1 2
ˆ ˆ  ( ) ( )若 D D  则称 𝜽1比 𝜽2有效。

 1 2
ˆ ˆ ˆ  ( ) min ( ), ( )L若 mD D D  

当θ有多个估计量时，哪个更好？

则称 𝜽m最有效估计量。

1、参数估计的性质

2

2

-1ˆ ˆ( ) ( )

( ln )
mD D

E G

 



 




单参数Cramer-Rao不等式，提供了一种求估计量最小方差的方法

G为似然函数，即观测样本联合密度函数



当θ有多个估计量时，哪个更好？

1、参数估计的性质

若 𝜽具有”无偏+一致+最有效”，则称之为最优无偏估计。

若 𝜽无偏+最有效，则 𝜽具有一致性，进而 𝜽为最优无偏估计量。

在测量平差中,参数估计函数模型常为线性，最优估计量称为最优

线性无偏估计量。



例1：某总体观测值x~𝑁(𝜇, 𝜎2)，其子样观测值为𝑥1, 𝑥2,…𝑥𝑛。试证，子样的算
术平均值为母体均值的无偏估计。

证：因母体x~𝑁 (𝜇, 𝜎2)，则 母体均值E(x)=𝜇

子样分布同母体，

即子样 x𝑖~𝑁 (𝜇, 𝜎2)，E(x 𝑖)=𝜇

估计量-子样观测值的算术平均值  𝑥

1 2

1
( )L nx x x x

n
  

1 2

1
( ) ( ( ) ( ) ( ))

1

L nE x E x E x E x
n

n
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 

  

 

2 1 2

1
( )

2
x x x 

3 1 2x x x 

所以，  𝑥是μ的无偏估计。 实际中无偏估计的要求较易满足

i=1,2…n

 𝑥的数学期望

 𝑥2是μ的无偏估计，  𝑥3则有偏

特别地

2 1 2

1
( ) [ ( ) ( )]

2
E x E x E x   

3 1 2( ) ( ) ( ) 2E x E x E x   



证：因母体x~𝑁 (𝜇, 𝜎2)，则 母体均值E(x)=𝜇 =  𝐿， D(x)=𝜎2

子样分布同母体，子样 x𝑖~𝑁 (𝜇, 𝜎2)，E(x 𝑖)=𝜇, D(xi)=𝜎2

2

1 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

n n

i iD x D x D x
n n n

   

21
lim ( ) lim 0
n n

D x
n


 
 

1 2

1
( )L nx x x x

n
  

( )E x 

所以， 𝒙是𝝁的严格一致估计量

例2：某总体观测值x~𝑁(𝜇, 𝜎2)，其子样观测值为𝑥1, 𝑥2,…𝑥𝑛独立、不含系统误
差。试证，子样的算术平均值为母体均值的严格一致估计。

估计量

 𝑥是𝜇的无偏估计量因为

xi独立

只含∆

 𝑥是𝜇的一致估计量
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证明：前已证明估计量 的特征

一组独立同精度子样观测值，其似然函数为：

例3：某总体观测值x~𝑁(𝜇, 𝜎2)，其子样观测值为𝑥1, 𝑥2,…𝑥𝑛独立、不含系统误
差。试证，子样的算术平均值为母体均值的最优无偏估计。

1 2

1
( )L nx x x x

n
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21
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D x
n


 
 

 𝑥是母体均值μ的无偏、一致估值，现只需证明  𝑥的最有效性。

（无偏性+一致性+最有效性）

最优无偏



对参数μ求导：
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算术平均值  𝑥是观测值母体均值μ的无偏、最有效估计量，因而是最优无偏估计量

。

  2

minD x 

例3：某总体观测值x~𝑁(𝜇, 𝜎2)，其子样观测值为𝑥1, 𝑥2,…𝑥𝑛独立、不含系统误
差。试证，子样的算术平均值为母体均值的最优无偏估计。

似然函数
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小结

1、参数估计的性质

当存在多种估计量的不确定问题时，如何找最优估计？下节再讲

（无偏性、一致性、有效性）

（严格一致+最有效性）

最优无偏

无偏+最有效

最优无偏

严格一致

一致无偏+

+最有效性



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！
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第三章 平差数学模型与原则



1、参数估计的方法

1）极大似然法

Maximum likelihood  method

参数估计方法有两类：

2）最小二乘法

Least square method

下面介绍两种常用的点参数估计方法

极大似然法

最小二乘

矩法

点估计（定值估计）
参数估计

其他

区间

法

估计

 
 




 
 




区间估计法，是通过设置置信度，求参数的取值区间



参数估计：数理统计中，利用子样估计母体的分布参数。极大似然法是一种常

见的估计方法。

问题：设母体𝑥的分布密度函数f(x;θ)已知,参数θ待估定。由一组子样值有多个

参数估计量  𝜃，哪种估计量好？

（1）极大似然法的定参原则：估计量  𝜃应使子样共同出现的概率最大。

取似然函数

1

1

2( ; )  ( ; ) ( ; ) (( ; ) )L
n

i

i

n

nP f x dx f x dx f x f xdx dx   


 

1

( ; )
n

i

i

G f x 




（2）极大似然估计方法-求估值的过程

总体𝑥的子样观测值为𝑥𝑖，𝑥𝑖在邻域d𝑥上的概率为f(xi;θ)dx ，子样相互独立

，则𝑛个子样同时出现的概率为

2、极大似然法



按照极大似然法的要求， 当P = 𝑚𝑎𝑥，即G=max时，所求  𝜃最佳。

似然函数G取极值的必要条件为：

由此得到的参数估计量  𝜃称为极大似然估计量。

极大似然估计，是渐进的有效、无偏、最优估计。但其缺点是x的f(x;θ)需已知。
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 
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或 

2、极大似然法



实际中，分布函数不知道，需要利用一组观测数据来估计未知参数。

例如，匀速运动物体的位置与时刻的物理（理论）关系为𝑦 = 𝑎 + 𝑏τ。yi是不

同时刻τi的一组观测值。如何求参数估值  𝑎、 𝑏，得到y-τ最佳的拟合关系？。

（1）拟合指标:位置估计值  𝑦𝑖与其观测值

𝑦𝑖的拟合偏差𝑣𝑖来衡量。n个𝑣 如何要求？

采用何种拟合原则？

3、最小二乘法

即由n个观测值yi，拟合y与τ的“最佳”物
理关系。

τi
O τ

^
yi

yi

vi

y

v1

v2

ˆˆ  y a b  



（2）拟合原则-待定的参数应达到的拟合目标

拟合偏差：

1 2  minL原则一： nv v v  

2 2 2

1 2   minL nv v v  原则二：

原则二—拟合偏差的平方和最小。称为最小二

乘原则，1794年高斯提出.

τi
O τ

^
yi

yi

vi

y

v1

v2

minTV V 

ˆ â by  

最小二乘估计是最优的线性无偏估计。

ˆˆ  y a b   

 
ˆˆ ˆ    i i i i iv y y a b y    

3、最小二乘法



τi
O τ

^
yi

yi

vi

y

v1

v2

由此可求得拟合参数  𝑎、 𝑏。此种参数估计方法即最小二乘法，估计量具有最

优线性无偏性。

若考虑观测值的精度和相关性，最小二乘原则可表示为： min    TV PV 

ˆˆ  y a b  

2 minT

iV V v （3）求参  𝑎、 𝑏模型—使 的必要条件
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3、最小二乘法



4、极大似然法与最小二乘法的关系

极大似然法求解正态分布参数

若总体观测值为正态L~N(μ,σ2)，

独立子样观测值𝐿𝑖(𝑖 = 1,2 … 𝑛)的联合概率密度函数𝑓(𝐿1, 𝐿2 … 𝐿𝑛; 𝜇𝐿),

𝜇𝐿=(𝜇1 , 𝜇2 … 𝜇𝑛)
𝑇
为𝑛个待求参数。

似然函数为：
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4、极大似然法与最小二乘法的关系

现按极大似然法要求G=max，求参数𝜇𝐿= 𝐿的估值  𝜇𝐿= 𝐿, 使

1/2/2 11
ln[(2 ) ] ( ) ( )] max

2
ˆ ˆn TlnG D LDL L L     

1/2/2

2

0

1 1
ln[(2 ) ] ( ) ( )] max

2

n TV VD P


    

minTV PV 

即,对于正态分布观测值，由极大似然估计法导出了最小二乘原则。

两者有相同的求参要求。

这就是我们寻求和采纳的平差原则：最小二乘原则



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！


