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§9-1 平差结果的统计性质

第九章 平差结果的统计性质

1、估计量 𝑳,  𝑿的无偏性

2、估计量 𝑳的最优性-方差最小

3、估计量 σ𝟎
𝟐 =VTPV/r的无偏性



平差的结果： 𝑳,  𝑿,  𝝈0—即是分布参数μ= 𝑳,  𝑿,𝝈0的估计量.

现在来评价这些估计量的性质（无偏性、一致性、有效性）

§8-1 平差结果的统计性质
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平差的结果： 𝑳,  𝑿,  𝝈0--是分布参数μ= 𝑳,  𝑿,𝝈0的估计值. （L只含∆）

1、估计量 𝑳,  𝑿的无偏性

§9-1 平差结果的统计性质
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还有， 𝒙,  𝑿是 𝒙,  𝑿的无偏估计吗？



1、估计量 𝑳,  𝑿的无偏性

§8-1 平差结果的统计性质
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1、估计量 𝑳,  𝑿的无偏性

(2) 按间接平差
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2、估计量 𝑳的最优性-方差最小

用反证法。设 𝑳方差非最小，另有 𝑳′方

差最小。按条件平差证
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2、估计量 𝑳的最优性-方差最小
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3、估计量 σ𝟎
𝟐 =VTPV/r的无偏性

(1) 按条件平差
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§8-1 平差结果的统计性质

小结

1）本节证明了，按照基本平差方法得出的参数具有无偏性、线

性最优性。说明采用VTPV=min的平差原则合适。

2）注意获得这些结果的前提是，观测值L只含偶然误差∆，变量

L服从正态分布。



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§10-1 点位误差

§10-2 点位方差

§10-3 误差曲线与误差椭圆

§10-4 计算示例

第十章 点位精度与误差椭圆

P(x,y)的位置由两坐标确定，P点的误差和精度怎样？



§10-1 点位误差

如图，观测或平差得到的点P(x,y)与

其真值点 𝑷( 𝒙, 𝒚)存在误差，称为

P点的点位误差∆P。

x的误差∆x即是∆P在x方向的分量，

y的误差∆y即是∆P在y方向的分量。

点位误差计算式
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§10-1 点位误差

∆P在x方向的分量为∆x，在y方向的分量为∆y

∆P在任意ϕ方向（方位角ϕ ）的点位误差∆ϕ
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这为计算∆P提供了多种方法。

§10-1 点位误差

坐标变换前后∆P不变

切向、法向误差平方和不变

( , )P x y



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§10-1 点位误差

§10-2 点位方差

§10-3 误差曲线与误差椭圆

§10-4 计算示例

第十章 点位精度与误差椭圆



§10-2 点位方差
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§10-2 点位方差

 
cos

cos sin
sin

xx xy

yx yy

2 2

xx yy xy

Q   Q
Q   

Q   Q

      Q cos Q sin Q sin2




 



  

  
    

  

  

2、任意方向的点位方差

2 2

0

2 2 2 2

x y xy

Q

      cos sin sin2

  

     



  

A

x

y

O

( , )P x y

( , )P x y

A

∆y



∆
x

任意方向ϕ（方位角）的点位误差∆ϕ

 cos sin cos sin  
x

x y
y

    
 

     



 



ϕ方向的点位方差，即∆ϕ的方差

方向ϕ的点位协因数为

x x xx

y y yy

x y xy yx

Q Q

Q Q

Q Q Q

 

 

 





 

ˆ ˆ

xx xy

XX
yx yy

Q   Q
Q

Q   Q

 
   
 



§10-2 点位方差

3、点位方差的极值
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3、点位方差的极值
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点位方差极大值、极小值
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3、点位方差的极值

（3）点位方差的极值方向

方法一：Qxy分析法
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    


    

若 则

若 则

sin , , ,

sin , , ,

0 0

0 0

0 F 0 E 0 FF

0 E 0 F 0 EE

2 0      90  Q =Q

2 0      90  Q =Q

 

 

    

    

    


    

若 则

若 则

( )
s

(
in

)
0 0 xx yy

xy

0

xx yy

21 1
Q Q +Q Q +Q

2 2

Q
K

2
 


   

sin
tan

cos

xy0

0

0 xx yy

2Q2
2

2 Q Q





 



ˆ ˆ

xx xy

XX
yx yy

Q   Q
Q

Q   Q

 
   
 



3、点位方差的极值

（3）点位方差的极值方向

方法二：QXX特征值分析法

QEE=λ1,QFF=λ2是QXX的两个特征值

λ1，λ2对应的特征向量e1,e2为

1

1

x

1

y

e
e

e

 
  
 
 

2

2

x

2

y

e
e

e

 
  
 
 

1）由特征值的意义可知

( )XX 1 1Q I e 0 

1

1

xxx EE xy

yx yy EE y

eQ Q      Q 0

   Q          Q Q e 0

     
            

( )

( )

1 1

1 1

xx EE x xy y

xx EE y xy x

Q Q e +Q e 0

Q Q e +Q e 0

 

 

所以 tan 1

1

xy

E

EE y

y EE xx

x xy y

e Q Q Q

Qe Q Q



 




( )XX 2 2Q I e 0 2) 由

tan 2

2

xy

F

FF y

y FF xx

x xy y

e Q Q Q

Qe Q Q



 


得

由此，得到点位方差极大值点ϕE和极小值点ϕF 。

ˆ ˆ

xx xy

XX
yx yy

Q   Q
Q

Q   Q

 
   
 



4、用极值E、F表示ѱ方向的点位方差

A

x

y

O

E

( , )P x y

E 

x



如图，以x为基准时，任意方向的方位角ϕ
方差最大方向E的方位角ϕE

以E方向为基准时，任意方向的角度为ѱ

E   

sin

( ) ( ) sin ( ))

( sin )

( sin ) )

[( )

2 2 2 2 2

x y xy

2 2 2 2

x E y E xy E

2 2 2 2 2

x E y E xy E

2 2 2 2 2

x E y E xy E

2 2

x y E x

cos sin 2

     cos sin 2

     cos sin 2 cos

          + sin cos 2 sin

1
         sin2 2

2

      

        

      

      

   

  

     

  

 

   cos ]y E

2 2 2 2

2 sin2

      E cos F cos

 

  

( )sin cos
xx yy E xy E

Q Q 2 2Q 2  

由此，可用极值E、F表示

F

2





A

x

y

O

E

( , )P x y

E 

x



E   

由此，可用极值E、F表示
2



cos sinx y   
2 2

xx yy xy
Q Q cos Q sin Q sin2     

cos sinE F   

2 2

EE FF

2 2

EE

E

F

F

F

Q Q cos Q sin sin2

      Q co Q sin

Q

s

   

 

  

 

F

参照

( )2 2 2 2 2

0 0 EE FF

2 2 2 2

Q Q cos Q sin

      E cos F sin

     

 

  

 

4、用极值E、F表示ѱ方向的点位方差

得 方向误差 及协因数 Q

QEF=0另证



证明： ∆E 与 ∆F不相关

方差极值方向ϕE, ϕF的点位误差∆E, ∆F

cos sin

cos sin sin cos

E E

F F E E

x y

x

E

F y x y

 

   

  

  

 

    

点位误差∆E, ∆F的协因数

 

 

cos
cos sin

sin

sin
cos sin cos sin

cos

( )sin cos

cos cos

xx xy E
EF E E

yx yy E

E
xx E yx E xy E yy E

E

xx yy E xy E

xy E xy E

Q   Q
Q   

Q   Q   

      Q Q   Q Q
  

1
      Q Q 2 Q 2

2
1

      2Q 2 Q 02
2


 




   



 

 

   
   

  
 

    
 

   

   

sin
tan tan

cos

xyE

0 E

E xx yy

2Q2
2 2

2 Q Q


 


  



( )sin cosxx yy E xy EQ Q 2 2Q 2  

点位误差∆E, ∆F不相关

取 ϕF=ϕE+90°

EFQ 0

EF
Q 0



已知：P点坐标(x,y)的协因数阵QXX,单位权方差σ0
2或 σ0

2

2 2 2 2 2
E cos F sin   

5、计算点位中误差的步骤

xx xy

XX

yx yy

Q   Q
Q

Q   Q

 
   
 

( )
EE xx yy

1
Q Q +Q K

2
 

( )
FF xx yy

1
Q Q +Q K

2
 

( )2 2

xx yy xyQ Q 4K Q  

0 EE
E Q

0 FF
F Q

1）求中误差极值E、F

2）求中误差极值方向ϕE、ϕF

3）求任意方向的中误差

tan
xy

E

EE yy
QQ

Q
 



2 2 2 2 2

x y xy
cos sin sin2        

ϕE 、ϕF各有两个解（0°~360°)

A

x

y

O

E

( , )P x y

E 

x



F

tan
xy

F

FF yy
QQ

Q
 



注意：单位统一，小数取位合理



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§10-1 点位误差

§10-2 点位方差

§10-3 误差曲线与误差椭圆

§10-4 计算示例

第十章 点位精度与误差椭圆

P(x,y)的位置由两坐标确定，P点的误差和精度怎样？



x
E

yP

x

y

E

F


2 2 2 2 2

x y xy
cos sin sin2       

( )f 
[ , ]0 360   

P点坐标(x,y)的方差阵

P点点位误差曲线是：

以P点为中心，σϕ为矢径，按一定比例绘制的点

位中误差分布曲线。它反映了点位中误差在不

同方向的分布情况。误差曲线关于中心对称。

1、点位（中）误差曲线

ϕ方向的点位方差为

ϕ方向的点位中误差是方位角ϕ的函数

E

F

ˆ ˆ

2

x xy

XX 2

yx y

  
D

  

 

 

 
 
 
 



x

y




P点坐标(x,y)的方差阵

P点点位误差曲线，反映了点位中误差在不同方

向的分布情况。误差曲线描述不便。

2、点位（中）误差椭圆

P点点位误差椭圆：

以P点为中心，以E、F作为半长轴和半短轴，

按一定比例绘制的椭圆。

误差椭圆用以近似描述点位中误差在不同方

向的分布情况。

P

2 2

e e

2 2

x y
1

E F
 

在P-xe，ye坐标系中，误差椭圆的方程为

ˆ ˆ

2

x xy

XX 2

yx y

  
D

  

 

 

 
 
 
 



误差椭圆与误差曲线的关系

1）对点位中误差分布描述的差别

误差曲线（参考雷斌讲义） 误差椭圆

σϕ

F

EE

F

( )eF y

2 2

e e

2 2

x y
1

E F
 ( ) 2 2 2 2

x y xyf cos sin sin2         

( )eE x

偏差



作图法：过P点做ϕ方向的直线PD，

做PD的垂线相切于误差椭圆，

切点C、垂足D。

则 σϕ=PD

由此，提供了一种根据误差椭圆求

点位中误差的作图方法。

误差椭圆与误差曲线的关系

2）在误差椭圆上，求ϕ方向的点
位中误差

x

y

y

E

F



误差曲线

D

C

P F

F



E



3、相对误差椭圆

前面讨论了一点的点位精度问题。

下面讨论两点P1(x1,y1)、P2(x2,y2)之间相对位置的精度问题。

12 2 1x x x  

（1）两点的坐标差与协因数

12 2 1y y y  

坐标差的协因数阵为

x x x y

X X

y x y y

Q   Q
Q

Q   Q

   

 

   

 
   
 

A

x

y
O

( , )1 1 1P x y



( , )2 2 2P x y12y

12
x





3、相对误差椭圆

 
cos

cos sin
sin

x x x y

y x y y

2 2

x x y y x y

Q   Q
Q   

Q   Q

      Q cos Q sin Q sin2




 



  

   

   

     

   
    

  

  

ϕ方向的坐标差、坐标差协因数为

参照单点误差椭圆的元素推求关系，
求两点相对误差椭圆的参数如下：

 

cos sin

cos sin

12 12

12

12

       

x y

x

y

  

 

  

 















A

x

y
O

( , )1 1 1P x y



( , )2 2 2P x y12y

12
x



（2）ϕ方向的坐标差、坐标差协因数



3、相对误差椭圆

极值方向方位角为

2 2

0

2 2 2 2

x y x y

Q

      cos sin sin2

  

        



  

（3）ϕ方向的相对点位方差，即∆ϕ的方差

（4）相对点位方差的极大值E12
2、极小值F12

2

( )
2

2 2 0

12 0 EE x x y yE Q Q +Q
2

K


      

( )
2

2 2 0

12 0 FF x x y yF Q Q +Q
2

K


      

( )2 2

x x y y x yQ QK 4Q       

tan
x y

E

EE y y

Q

Q Q


 

 




tan
x y

F

FF y y

Q

Q Q


 

 






以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！



§10-1 点位误差

§10-2 点位方差

§10-3 误差曲线与误差椭圆

§10-4 计算示例

第十章 点位精度与误差椭圆

例1：单点误差椭圆

例2：两点相对误差椭圆



1、误差椭圆计算示例-单点误差椭圆

( ) ( . . . ) .EE xx yy

1 1
Q Q +Q K 1 236 1 192 0 630 1 528

2 2
     

( ) . ( . ) .2 2 2 2

xx yy xyQ Q 4Q 0 044 4 0 31 0K 4 630       

ˆ ˆ . .
0 EE

E Q 1 1 528 1 24   

tan .
xy

E

EE yy

Q
0 932

Q Q
   


tan .

xy

F

FF yy

Q
1 073

Q Q
  



例1：平面控制网中，某待定点坐标的协因数阵为：

 𝜎0=1。求误差椭圆参数  𝐸、  𝐹、ϕE。
ˆ ˆ

.

.

xx xy

XX
yx yy

Q   Q 1 236   0.314
Q

Q   Q 0 314    1.192

   
        

解：依题意

( ) ( . . . ) .FF xx yy

1 1
Q Q +Q K 1 236 1 192 0 630 0 899

2 2
     

ˆ ˆ . .
0 FF

F Q 1 0 899 0 95   

E 137 01    317 01    或

x

yy

E

F

误差椭圆

F

F

E

E

F 47 01    227 01    或



试计算作图：P1、P2点误差椭圆；两点间的相对误差椭圆。

A

B

C

1
P

2
P

例2：两待定点坐标及协因数阵为: 

 
1 1 2 2

T

P P P P
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆX x y x y

ˆ ˆXX

10.61 0.81 0.60 1.12

13.48 0.52 0.94
Q

11.73 2.86

14.21

 
 

  


  
 对称

协因数单位： 2 2
cm ( )

2、误差椭圆计算示例-相对误差椭圆

（此例及解题，来源于雷斌老师讲义）

0
ˆ 2.4  



解: (1) 计算P1点的误差椭圆元素

  
 

1 1

1

1 1

x y

E

EE y y

Q 0.81
tan 3.682

Q Q 13.70 13.48


  
1E

74 48 254 48 或

 
1 1 1 1 1 1

2
2

x x y y x1 y
QK Q 4Q 3.296   

 1 0 EE
E Q 8.9 cm 

 1 0 FF
F Q 7.7 cm 


   

 

2 2

2

2 2

x y

E

EE y y

Q 2.86
tan 1.493

Q Q 16.085 14.21


  
2E

125 40 305 40 或

 
2 2 2 2 2 2

2
2

x x y y x2 y
QK Q 4Q 6.234   

(2) 计算P2点的误差椭圆元素

( ) .
1 1 1 1EE x x y y

1
Q Q +Q K 13 70

2
  

( ) .
1 1 1 1FF x x y y

1
Q Q +Q K 10 40

2
  

( ) .
2 2 2 2EE x x y y

1
Q Q +Q K 16 085

2
  

( ) .
2 2 2 2FF x x y y

1
Q Q +Q K 9 853

2
  

 2 0 EE
E Q 9.6 cm 

 2 0 FF
F Q 7.5 cm 



(3) 计算P1与P2点间的相对误差椭圆元素

1 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2

x x x x x x x y x y x y x yx x x y

y x y x y x y x y y y y y yy x y y

Q Q 2Q Q Q Q QQ Q

Q Q Q Q Q Q 2QQ Q

   

   

      
   

          

23.54 3.69

3.69 25.81

 
    

  


x y

E

EE y y

Q
tan 1.36

Q Q

 

 



  
12E

126 24 306 24 或

 
2

2

x x y y x1 y2
K Q Q 4Q 7.7212        

 12 0 EE
E Q 12.82 cm 

( ) .EE x x y y

1
Q Q +Q K 28 53

2
      ( ) .FF x x y y

1
Q Q +Q K 20 82

2
     

 12 0 FF
F Q 10.95 cm 



(4) 绘制单点误差椭圆和相对误差椭圆

 以一定比例尺，在待定

点上绘单点误差椭圆。

 按同比例尺在两待定点

连线中点，绘相对误差

椭圆

根据相对误差椭圆,可求P1P2方向的纵向误

差σs和横向误差σt 。对实际工程有指导意

义。

s


t


t

s



作 业: 习题十，第1，4，6，8，10题

小结

1）点位方差是描述观测成果点位精度的重要指标，方差分布具

有方向性，用σϕ
2表示。

2）误差曲线与误差椭圆，是描述或近似描述点位中误差在不同

方向分布的图形。直观、方便、重要。



以上是本节课的内容。

同学们，下节课再见！


